MATEMATICA

01. Historia da Matematica

a) No Renascimento, os trabalhos matematicos dos Gregos revivem, gracas as tradugdes
arabes. E assim que no século XVII, o matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665)
tomou conhecimento dos escritos de Diofanto. Foi a leitura de uma tradugdo latina de
Aritméticas de Diofanto que suscitou seu interesse por esse dominio da matematica. A
maioria dos enunciados estabelecidos por Fermat, considerados hoje como fundamentos
modernos da teoria dos nimeros, foram inscritos na margem de sua copia desta obra de
Diofanto. Eis um desses enunciados.

Teorema: Todo niimero primo p>2 pode se exprimir de modo inico como a diferenca de
dois quadrados. Demonstre.
b) Ninguém sabe exatamente quando nasceu ou morreu Diofanto. No entanto, sabemos
quantos anos ele viveu, devido ao enigma elaborado por um de seus discipulos para
descrever a vida do mestre:
A juventude de Diofanto durou 1/6 de sua vida; depois de mais 1/12 | nasceu-lhe
a barba. Ao fim de mais 1/7 de sua vida, Diofanto casou-se. Cinco anos depois
teve um filho. O filho viveu exatamente a metade do que viveu o pai, e Diofanto
morreu quatro anos depois da morte de seu filho. Tudo isso somado é o numero de
anos que Diofanto viveu.

Calcule a idade de Diofanto.

c) Os pitagoricos determinaram diversas maneiras de dividir um segmento de reta para
construir relagdes. Um desses métodos trata de determinar um ponto C sobre um segmento
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Essa propor¢ao, denominada divina propor¢ao, muito privilegiada pelos artistas no curso

dos séculos, foi considerada como a chave do equilibrio e da harmonia.
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Fazendo m AB @& ¢ m AC <&, mostre que o valor positivo de 2 ¢ 1 2\/5,
denominado numero dureo e representado pela letra grega mintscula ¢ (leia-se fi,

correspondente ao nosso “f)

2. Equacées Diferenciais: Equacdes Diferenciais Ordinarias
a) A equagdo de Bernoulli apareceu pela primeira vez na investiga¢ao de um problema famoso:
o do calculo da curva is6crona. Em maio de 1690, num artigo publicado no periddico
cientifico “Acta Eruditorum”, Jacobi Bernoulli mostrou que o problema de determinar a
curva isocrona era equivalente a resolver certa equagao diferencial de primeira ordem, nao-
linear. Tal curva tinha sido estudada por Huygens em 1687 e por Leibniz em 1689. Defina
a equacao de Bernoulli e apresente a sua solucao;



b)

As equagoes diferencias de Riccati (Conde Jacopo Francesco Riccati) sdo importantes para a
constru¢do de modelos para monitorar fendmenos associados a linhas de transmissao, teoria
de ruidos e processos aleatorios, teoria do controle, problemas de difusdo, etc. Defina a
equacdo de Riccati de primeira ordem e apresente seu método de resolu¢cdo bem como sua
estreita relagdo com a equagdo de Bernoulli.

A equagdo diferencial Fundamental, as equacdes lineares de primeira ordem homogéneas (e
algumas ndo — homogéneas também, mas nem todas) e algumas equacdes de Bernoulli e
Riccati, sdo exemplos de equagdes diferenciais de variaveis separaveis. Defina equacdes
diferenciais separaveis e apresente os procedimentos para encontrar sua solucao;

Defina as equagdes diferenciais de coeficientes homogéneos, redutiveis a equagdes
separaveis, ¢ descreva sua solucao.

Hoje ¢ muito comum encontrarmos “fazendas de criacdo de peixes” nas quais existem
grandes tanques onde determinadas espécies de peixes sdo criadas e se desenvolvem até
alcancarem o tamanho e o peso comercializaveis, seja na venda aos mercados atacadistas,
seja nos pesque e pague (em geral nos dois). Existem modelos matematicos que permitem
determinar o peso ideal que os animais da safra devem ter para serem comercializados. O
peso p(t) dos peixes de uma dada espécie, em cada instante “t”, ¢ dado pela equagao (obtida
experimentalmente):
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Onde ¥ ¢ * sdo constantes, chamadas respectivamente de constante de anabolismo e
constante de catabolismo, e t€ém a ver com os processos de assimilagcdo e de eliminagao de
alimentos, representando as taxas de sintese e de diminui¢do de massa por unidade de
superficie do animal. Trata-se de uma equacgdo de Bernoulli, que estabelece que o aumento
de peso dos peixes € proporcional a area de sua superficie. Mostre que a equacao de
Bernoulli acima tem a solugao onde ¢, ¢ uma constante de integracao arbitraria.
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03. Algebra Linear: sistemas lineares e transformacdées lineares
Relacione o contetido de Sistemas Lineares com as transformacodes lineares, explicitando os
seguintes aspectos:

a)
b)
©)
d)
e)
f)

2
h)

i)

Conceito de sistema linear e de transformacao linear;

Conceito de operador linear;

Conceito de Nucleo e Imagem:;

Propriedades das transformacdes lineares;

As condigdes para que uma funcdo seja considerada uma transformacao linear;
Formalizacdo matematica da projecao, reflexdo, rotacdo, dilatagdo, contragdo e cisalhamento
horizontal e vertical no R* e no R?, exemplificando cada um;

Composi¢ao/composta de duas ou mais transformagdes lineares (exemplifique);

Inversa de uma transformacao linear;

Aplicacdes de transformacdes lineares em contextos cientificos e académicos.



04. Calculo Diferencial e Integral: vetor gradiente
O matematico sui¢o Johann Bernoulli afirmou certa ocasido que:
Assim como é facil encontrar a diferencial de certa quantidade, é dificil encontrar a integral
de uma diferencial. Mais do que isso, as vezes nem podemos dizer com certeza se a integral de
uma certa quantidade pode ou ndo ser encontrada.
Em relacdo a afirmacdo de Bernoulli:
a) Discuta a afirmativa de Bernoulli com base no célculo utilizado na atualidade;
b) Caso a afirmativa seja verdadeira, use integrais para prova-la;
¢) Mostre como vocé discutiria a questao apresentada caso estivesse trabalhando com um aluno
do curso de Licenciatura em Matematica.

05. Calculo Diferencial e Integral: aplicacoes de integrais duplas e triplas
Na atualidade, quase tudo depende de fungdes de varias variaveis: pressao atmosférica, temperatura,
densidades de massa ou de carga elétrica, grandezas econdmicas, grandezas mecanicas (como a
posi¢do, a velocidade e a aceleragdo). As integrais duplas e triplas sdo ferramentas essenciais na
determinagdo de significados para diversas situagdes que nos rodeiam. Assim considerando, pede-se
discutir:
a) A aplicacdo das integrais duplas e triplas para o calculo de area;
b) A aplicacdo das integrais duplas e triplas para o calculo de volume;
¢) Como as integrais duplas e triplas vém se tornando cada vez mais importantes ao longo da
historia;
d) Como vocé mostraria ao seu aluno a importancia das integrais duplas e triplas se 0 mesmo
fosse:
- de um curso de licenciatura em Matematica;
- de um curso de graduacdo em Engenharia;



